
 

 

         

 

 

 

 

 

 

 

MASTER DISSERTATION 
 

 

 

论文题目 基于经验似然的 ARX 模型 

（中文） 序列相关检验 

论文题目  An Empirical Likelihood-based Serial 

（英文） Correlation Test in ARX Models 

 

作    者 李汉青  导    师 刘小惠 

申请学位 硕  士  学院名称 统计学院 

学科专业 统计学  研究方向 时间序列 

 

 

二〇二三 年 六 月 

学校代码               

密      级              

中图分类号              

      UDC              



摘要

ARX 模型是时间序列分析中的常用模型，其结合自回归项与外生变量的结构
使得它拥有了远超自回归模型或简单线性回归的应用场景，相关的学科方向包括

但不仅限于金融统计建模、环境监测、机械工程等。

在回归分析，特别是时间序列相关的模型拟合中，序列相关检验是一个非常重

要的步骤。表现出序列相关性的误差项往往意味着模型存在拟合结果不佳、模型

误设等严重问题。虽然目前已有不少文献针对该问题做出了杰出的工作，但是近

年来，实证经济学家发现在实际金融数据中广泛存在着波动聚集、异方差、重尾，

以及误差项序列之间强相关等问题，而这些现象对于现存的序列相关检验方法的

稳健性造成了极大的破坏。面对这些新的挑战，学界与业界都迫切需要一个在上

述特殊条件下都适用的检验方法。

有鉴于此，本文基于剖面优化经验似然 (Profile Empirical Likelihood，PEL)
为 ARX 模型提出了一个新的序列相关检验方法，并将其数值模拟的结果与现存
的 PI(Plug-In) 经验似然检验和 BG(Breusch-Godfrey) 检验进行了对比。数值模拟
结果表明，相较 PI 方法在误差项序列之间强相关的情况下严重 Undersized，以及
BG 方法在条件异方差的情况下严重 Oversized 的表现，本文所提的 PEL 方法在
上述所有考虑到的情况下都保持了准确的 Size，故而拥有最佳的稳健性质。PEL
序列相关检验方法的提出扩展了现有检验方法的应用所受到的局限，因而具有较

大的实际意义。

除此之外，本文还将 PEL 序列相关检验应用于实证研究中。我们分别对一组
包含美国股市股票收益率、市盈率、股息率等金融变量的数据集与一组包含臭氧

浓度、风速、湿度等环境变量的数据集进行了 ARX 模型拟合与序列相关检验。第
一个例子表明，相比传统的预测回归模型，带有自回归项的 ARX 模型在拟合股票
收益等金融变量时更为适用且恰当。第二个例子表明，本文中用四组外生气象变

量对臭氧浓度这一指标进行拟合的结果并不充分，污染评估所涉及到的变量可能

更多，或者存在模型选择方面的问题，实证研究者需要考虑更加复杂的模型。

关键词：ARX 模型；序列相关检验；模型检查；经验似然；非参数统计
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Abstract

The ARX model is widely adopted in time series analysis, its structure of com-
bining autoregressive items and exogenous variables brings it much more application
scenarios than autoregressive models or simple linear regressions, relevant disciplines
include but not limited to financial statistical modeling, environmental monitoring,
mechanical engineering, etc.

In regression analysis, specially in model fitting with respect to time series,
testing for serial correlation is an important procedure. The error terms which
exhibit serial correlations often imply the existence of model inadequacy or model
misspecification. Although there have been much outstanding work on this issue,
but in recent years, empirical economists have found that in real financial data, there
are widespread problems such as volatility clustering, heteroskedasticity, heavy tails,
and strong correlations between different error sequences. These phenomena are
extremely destructive for the robustness of existing serial correlation test methods.
Facing these new challenges, both the academia and the industry urgently need a
test method that is applicable under all the above special conditions.

In view of this, this paper proposes a new serial correlation test for ARX models
based on Profile Empirical Likelihood (PEL), and compares its numerical simulation
results with existing Plug-In (PI) test and Breusch-Godfrey (BG) test. The results
show that, in comparison with the serious undersized performance of the PI method
in the case of strong correlation between the error sequences, and the severe oversized
performance of the BG method in the case of conditional heteroscedasticity, the
PEL method proposed in this paper has the best robustness due to its excellent
performance of maintaining exact size under all the above considerations. The
introduction of the PEL serial correlation test method expands the limitation of
the existing test methods, which brings it great practical significance.

In addition, we also applied the PEL serial correlation test to the empirical
research. We respectively conducted ARX model fitting and serial correlation tests
on a set of financial data including stock returns, price-earning ratios, dividend-yield
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ratios and a set of environmental data including ozone concentrations, wind speeds,
humidities. The first example shows that, compared with the traditional predictive
regression model, the ARX model with autoregressive items is more applicable and
appropriate in fitting financial variables such as stock returns. The second example
shows that the four sets of exogenous meteorological variable data used in this paper
are insufficient to fit the indicator of ozone concentration, and there may be more
variables involved in pollution assessment, or there exist problems in model selection,
empirical researchers need to consider more complex models.

Keywords: ARX models; Serial correlation tests; Diagnostic checking; Em-
pirical likelihood; Nonparametric statistics

III



目  录 

1 绪论 ......................................................................................................... 1 

1.1 研究背景与意义 ............................................................................... 1 

1.2 文献综述 ........................................................................................... 4 

1.2.1 ARX模型文献综述 .................................................................... 4 

1.2.2 序列相关检验文献综述 ............................................................. 5 

1.2.3 经验似然文献综述 ..................................................................... 7 

1.3 待解决的问题与本人工作 .............................................................. 8 

2 预备知识 ............................................................................................... 10 

2.1 渐近符号及定义 ............................................................................. 10 

2.2 有关引理 ......................................................................................... 11 

2.3 经验似然方法概述 ......................................................................... 13 

2.4 剖面优化经验似然方法................................................................. 14 

3 ARX模型的序列相关检验 .................................................................. 16 

3.1 检验方法及相关渐近性质 ............................................................ 16 

3.2 数值模拟 ......................................................................................... 18 

3.3 理论证明 ......................................................................................... 30 

3.4 实证研究 ......................................................................................... 36 

3.4.1 股票收益数据分析 ................................................................... 36 

3.4.2 臭氧浓度数据分析 ................................................................... 42 

4 总结与展望........................................................................................... 45 

4.1 总结 ................................................................................................. 45 

4.2 展望 ................................................................................................. 46 

参考文献 ................................................................................................... 47 



基于经验似然的 ARX 模型序列相关检验

1 绪论

1.1 研究背景与意义

时间序列分析是统计学的重要研究方向，其在诸如经济、金融、气候、能源等

众多领域有着广泛的应用。与经典的独立同分布 (i.i.d.) 假设不同，时间序列数据
通常表现出对于时间、时序相依的特点。基于这一特性，Yule(1927)[58] 开创性地提

出了自回归 (AR)模型，该模型构造了一种序列间的线性依赖关系。时至今日，AR
模型已经成为了时间序列分析中最基础，同时也是最常用的模型之一。与之同时发

展的还有移动平均 (MA) 模型，以及这两者的混合——自回归移动平均 (ARMA)
模型。以 ARMA 为基础的模型族现在已经十分庞大且成熟，例如针对非平稳数据
的差分整合移动平均自回归 (ARIMA)模型，以及针对面板数据的向量自回归移动
平均 (VARMA) 模型。更多例子与细节可参见专著 Van der Vaart(2010)[54]，Box
等 (2015)[5]，Hamilton(2020)[30]。

在金融时间序列领域，有一类基于 AR 模型构建，被称为预测回归模型的模
型族。该类模型因适合运用在如资产价格可预测性检验与推断等重要问题上而受

到广泛关注，其构造为带有滞后的线性回归与自回归的组合，它的一个经典多元

形式如下式(1.1)所示：

Yt = α + β⊤Xt−1 + Ut, Xt = µ+AXt−1 + Vt, (1.1)

其中 Yt 与 Xt ∈ Rd 通常代表如资产价格或股票指数等的金融变量，Ut 和 Vt ∈ Rd

为 Yt 与 Xt 各自的随机扰动项。在该预测回归模型的左式中，Xt−1 为相较 Yt 带

有一阶滞后的预测变量，β 为其斜率系数，α 为被预测变量 Yt 的截距项。在右式

中，Xt 自身的变化由向量自回归 (VAR) 模型来刻画，A ∈ Rd×d 为其自回归系数，

µ ∈ Rd 为其截距项。

值得注意的是，上面所提到的可预测性检验，即响应变量 Yt 能否由解释变量

Xt 预测的问题，在预测回归模型这一框架下，可以被归结为关于回归系数 β 的统

计推断，即回归系数的显著性检验问题。此问题在金融领域有重大实际意义，因而成

为一研究热点，文献众多，且受到学界与业界的持续关注。较早的经典文献有 Fama
和 Schwert(1977)[24]，Keim和 Stambaugh(1986)[34]，Fama和 French(1988)[23] 等，
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1 绪论

这些文献中的 Yt 代表某个由不同股票组成的投资组合的收益率，而 Xt−1 则设置

为股息率、当期利率、带有延迟的利率，或者它们的一个函数组合的形式。可预测

性问题近年的理论发展有 Zhu等 (2014)[59]，Liu等 (2019)[39]，Cai等 (2022)[9] 等。

其中，Zhu等 (2014)[59] 针对实际数据经常表现出非平稳与重尾等性质所带来的挑

战，基于经验似然提出了预测回归模型的加权可预测性检验，并使用月度 CRSP
指数对股息率、市盈率等金融变量进行了实证研究。Liu 等 (2019)[39] 则为如何在

平稳的被预测变量与非平稳的预测变量之间进行可预测性检验提供了另一条思路，

其在回归方程中导入预测变量的差分项，从而引入了一种“平衡”结构，解决了既

有方法在此种情况下回归系数皆无法显著的问题。

除了用于可预测性的研究之外，预测回归模型的构造还有另一重要意义。早

在上世纪末，众多金融实证研究就已广泛提及，在不同的金融变量之间可能大量

存在新息 (Innovation)相关的现象。反应在本文的模型中，即对于(1.1)中 Yt 和 Xt

各自的随机扰动项 Ut 和 Vt，可能有 Cov(Ut,Vt) ̸= 0 成立。这个现象的直接结

果就是回归参数的最小二乘 (OLS) 估计是有偏的，进而破坏基于 OLS 估计的统
计推断的有效性。关于这一问题的讨论可参见 Stambaugh(1999)[50]，Amihud 和
Hurvich(2004)[1]，Chen 和 Deo(2009)[16]。

虽然形如(1.1)的预测回归模型在金融时间序列中，特别是金融变量的可预测
性统计推断方面有着重要地位，但是其在拟合或预测实际数据的方面仍有较明显

的不足。其中一个很明显的不足是，虽然 Yt 关于时序的相依性可以由 Xt 的自相

关性解释，但是 Yt 并不能保证自身的自相关性一定是外生的。换言之，如果 Yt 中

存在着不可忽略的，与 Xt 不相关的序列相依性，那么使用模型(1.1)进行拟合或预
测可能会出现较大的偏误。以下用一个简单的例子说明这个问题。

我们假设真实生成数据的模型为以下过程：

Yt = α̃ + ϕYt−1 + β̃
⊤Xt−1 + Ut, Xt = µ+AXt−1 + Vt, (1.2)

然而进行模型拟合的却是预测回归模型(1.1)。此时由于(1.2)回归变量中增加的 Yt−1

项，对于回归系数 α 和 β 的估计往往不是应该求取的真值 α̃ 和 β̃。事实上，如

果要求有 α = α̃ 和 β = β̃ 成立，在 Yt 与 Xt 都为平稳序列的情况下，结合
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基于经验似然的 ARX 模型序列相关检验

对(1.1)与(1.2)左式的等式两边求期望所得到的方程组 E(Yt) = α + β⊤E(Xt−1),

E(Yt) = α̃ + ϕE(Yt−1) + β̃
⊤E(Xt−1).

可以得到 ϕE(Y1) = 0。由于 ϕ = 0 等价于解释变量中不存在 Yt−1 项，因而由模型

假设有 ϕ ̸= 0，即 E(Y1) = 0，而这一条件在实际数据中往往并不符合。

对于此种内生的序列相依性的一个朴素的解决办法就是在(1.1) 的左式中引入
自回归项，由此刻画响应变量内生的序列相依性。假设该式引入的自回归滞后阶

数为 p，且有 d 个外生的解释变量，那么该模型将有如下形式：

I(B)Yt = α + β⊤Xt−1 + Ut, Xt = µ+AXt−1 + Vt, (1.3)

其中 I(B) = 1 −
∑p

i=1 aiB
i，此处 B 表示滞后算子，即 BYt = Yt−1。类似(1.3)左

式这种带有外生变量的自回归模型又可称之为 ARX(Autoregressive Exogenous)模
型。ARX 模型的应用十分普遍，涵盖了经济、环境、机械工程等众多领域。

对形如(1.3)的 ARX模型进行参数拟合最常用的方法是最小二乘法，为此我们
需要对模型的随机扰动项做一系列假设以保证 OLS 估计的优良性质。该类型假设
里最为经典，同时也是较为严格的一种假设便是高斯马尔可夫假设。著名的高斯

马尔可夫定理证明了在高斯马尔可夫假设下，回归系数的 OLS 估计是最优线性无
偏估计 (BLUE)。

高斯马尔可夫假设对于随机扰动项 Ut 的限制有零均值假定和球形扰动项假定

两种，其中球形扰动项假定又可分为同方差假定和序列无关假定。对这些假定的

违背均可能带来严重的后果。如果不满足零均值假设，则 OLS 估计的无偏性无法
保证。如果不满足同方差假设或序列无关假设，则估计不一定是有效的。简述其

原理，我们假设误差序列 {Ut}nt=1 来自于模型(1.3)，那么高斯马尔可夫假设中的球
形扰动项假定可表示为对于某常数 σ，有 Cov(U1, · · · , Un) = σ2In，其中 In 表示

n× n 的单位矩阵。定义回归系数 θ = (α, a1, · · · , ap,β⊤)⊤，对于 θ 的 OLS 估计 θ̂

以及任一无偏估计 θ̃，有

Var(θ̃) = Var(θ̂) + σ2Σθ̃,

其中 Σθ̃ 为关于 θ̃ 的半正定矩阵，因此，OLS 估计 θ̂ 拥有 θ 的所有无偏估计中的

最小方差。值得注意的是，这一等式的成立依赖于 (U1, · · · , Un)的协方差矩阵的单
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1 绪论

位对角形式，因而无论是异方差性 (即不存在常数 σ，使得 Var(Ut) = σ2) 还是序
列相关性 (即存在 i ̸= j，使得 Cov(Ui, Uj) ̸= 0) 都会破坏 θ̂ 的有效性，进而可能

造成变量的显著性检验失效，模型预测结果不准等问题。

然而，与异方差性的存在一般只意味着 OLS估计的有效性被破坏不同，残差序
列如果表现出序列相关性可能预示着更为严重的后果。例如，我们使用模型(1.3)来
拟合观测 {Yt,Xt−1}nt=1，然而生成该数据的真实模型却是

I(B)Yt = α + β⊤Xt−1 + ψϵt−1 + ϵt, Xt = µ+AXt−1 + Vt. (1.4)

那么可以得到我们所拟合的误差项其实是 Ut = ψϵt−1 + ϵt，假设 ϵt 是一个白噪声

序列，那么 Ut 服从一个 MA(1) 的分布。此时我们计算 Ut 的一阶序列相关，有

Cov(UtUt−1) = ψVar(ϵ1),

当回归中存在显著的 ϵt−1，即参数 ψ 非零时，有 Cov(UtUt−1) ̸= 0。在这个例子中，

造成 Ut 存在非零的一阶序列相关的原因是我们遗漏了 ϵt−1 这一解释变量，且当

Ut 表现出的序列相关性越强，就预示着我们可能遗漏了越重要的解释变量。在另

外的一些例子中，例如遗漏的解释变量与现有的解释变量相关，或者某些存在内

生性问题的情况下，回归系数的 OLS 估计甚至可能是不一致的。这些造成误差项
序列相关性的原因无一不意味着模型拟合中存在着严重的问题，即模型可能被误

设了。因此，为了得到更加充分准确的拟合结果，对模型中的误差项进行序列相关

检验是回归分析的重要步骤，这一步骤又可称为模型检查。

1.2 文献综述

1.2.1 ARX 模型文献综述

ARX 模型应用广泛。在金融领域，与 Stambaugh(1999)[50] 中的预测回归模

型类似，ARX 模型也可用来研究外生金融变量与某种资产价格之间的联系。例
如，Warsono 等 (2019)[56] 采用 VARX 模型研究了哈鲁姆能源 (HRUM) 收盘价
与武吉亚三 (PTBA) 股价 (内生变量) 和汇率 (外生变量) 之间的关系。Astuti 和
Ruchjana(2017)[2] 将 ARX模型扩展到广义空间中，并使用国际原油棕榈油 (CPO)
价格作为外生变量来预测 CPO 的出口量。
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基于经验似然的 ARX 模型序列相关检验

在环境领域，Bauer 等 (2001)[3] 使用不同种类的 ARX 模型分析了奥地利多
个监测点收集的每小时臭氧数据，并以此完成污染评估。除此之外还有 Chen 和
Chiu(2021)[14]，该文使用 ARX-GARCH 模型，利用中国东南部 16 个市县监测站
的每日数据进行了空气质量水平的预测。

得益于 ARX 模型广泛的应用，许多学者关注到 ARX 模型族的回归理论并
做出了一系列工作，内容囊括参数的与非参数的方法。枚举数例，Bierens(1990)[4]

提出了一种估计线性和非线性 ARMAX 模型参数的最小二乘方法，并讨论了这些
估计的渐近性质；Cai 和 Masry(2000)[10] 采用了结合投影的局部多项式拟合方法，

以获得非线性可加 ARX 模型的非参数估计；Wang 和 Chan(2018)[55] 引入了拟似

然方法来处理删失 ARX 模型，并证明了该拟似然方法在计算上是有效的。

尽管关于 ARX 模型的理论与实证研究已经非常丰富，但是却鲜有文献讨论
了检验其序列相关性的问题。大多数研究假设误差不存在序列相关性，然而真实

数据往往可能违背这一假设，进而影响到研究所得出的统计推断。因此，发展关于

ARX 模型的误差项序列相关检验理论十分重要且必要。

1.2.2 序列相关检验文献综述

对于误差序列是否存在自相关性的问题最为简单直观，同时也是最早的方法

便是图示法，图示法又可主要分为趋势图观察法与自相关图观察法。趋势图观察

法可简述为，如果残差序列不存在自相关性，那么残差序列将呈现在水平坐标轴

上下以同一离散程度随机反复上下震荡的趋势。反之，如果存在序列自相关，其残

差图将呈现一定的时序相依性。

自相关图观察法又可细分为自相关函数 (ACF) 图与偏自相关函数 (PACF) 图
两种图示。该方法主要步骤是观察 ACF与 PACF中的各滞后阶数是否存在高于两
倍标准差的值，如若存在，便表明在该滞后阶数上存在序列相关性。自相关图还可

用于模型定阶，其中 PACF 更加适合 AR 模型的定阶，而 ACF 适用于 MA 模型。
更多关于自相关图的讨论可参见专著 Van der Vaart(2010)[54]，Box 等 (2015)[5]，

Hamilton(2020)[30]。

图示法虽然简明，但是界定标准过于模糊，无法适用于严肃的统计推断。致力

于解决这一问题的一个开创性工作是 Durbin 和 Watson(1950)[21] 提出的 DW 检
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验及其对应的 DW 检验统计量。DW 检验假设误差项符合一个一阶自回归的分布，
从而将问题转化为该自回归系数是否等于 0 的参数显著性检验问题。虽然 DW 检

验是序列相关检验领域一个开创性的工作，但它同时也存在诸多不足。比如它只

能检验一阶的自相关，并且 DW 统计量没有一个唯一的临界值，这导致了 DW 值
落在某些区间内时无法做出有效的统计推断。

DW 检验只能检验一阶自相关的不足之处被 Box 和 Pierce(1970)[8] 中提出的

Q 统计量得以解决。Q 统计量由残差得到的自相关函数构造而成，该文证明了在

零假设下，即不存在序列自相关的情况下 Q 统计量渐近服从自由度为检验阶数的

卡方分布。在 Ljung 和 Box(1978)[40] 中，Q 统计量被乘上了一个权重以具备更好

的小样本性质，这两种形式的 Q 统计量又可称为 BP 统计量与 LB 统计量。类似
这样的加权版本还包括 Fisher 和 Gallagher(2012)[25] 中的版本，该版本对于 Q 统

计量的不同阶数，即所检验的序列相关性阶数变化更加稳定。

但是 BP 检验与 LB 检验仍有许多不足之处，例如 Q 统计量用于检验序列相

关性时，需要假设模型是强假设下的，即模型的误差项需要是 i.i.d. 的。而在弱假
设下，即误差项可能并不独立且存在某种弱相关关系时，Q 统计量的渐近卡方性

质将被破坏而使得检验失效。Romano 和 Thombs(1996)[48] 首次讨论了上述的弱

假设下自相关函数与强假设下不同的渐近性质，随后该渐近分布的差异所导致的

基于 Q 统计量的序列相关检验失效的问题也在 Francq 等 (2005)[26] 中得到讨论。

随着该问题逐渐得到重视，Zhu(2016)[60] 通过导入郑忠国 (1987)[64] 中提出的随机

加权法，构造了基于随机加权的自助法 (Bootstrap)Q 检验，并在弱假设的 ARMA
模型中获得了较好的数值结果。

而随着时间序列分析发展的进一步复杂化，多变量的 VARMA 模型族越来
越多地在应用上代替了单变量的简单 ARMA 模型。为适应该发展趋势，Chit-
turi(1974)[17] 与 Hosking(1980，1981)[31, 32] 等工作发展了适用于多变量时间序

列模型的基于 Q 统计量的模型检查方法。最近的工作 Li 和 Zhang(2022)[42] 考虑

到多变量情况下的弱假设问题，与 Zhu(2016)[60] 类似地引入随机加权法，构建了

用于 VAR 模型的自助 Q 检验。最早诞生于 Box 和 Pierce(1970)[8] 与 Ljung 和
Box(1978)[40] 的 Q 检验在数十年之后仍有着强劲的生命力与发展势头，因为该类

型的检验版本众多，适用于各种不同的假设条件、应用场景，故此类基于 Q 统计
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量的检验方法又可称为工具箱 (Portmanteau) 检验。

除了上述种类繁多的工具箱检验，可以应用于高阶序列相关检验方法还有

Breusch(1978)[6] 和 Godfrey(1978)[27] 提出的 BG 检验。该方法的思想是先预设
误差项符合多阶的自回归模型，并构造辅助回归模型，然后使用拉格朗日乘数法

(Lagrange Multiplier Method，LM) 检验其中的自回归系数是否为零，从而将误差
的序列相关检验问题转化为自回归系数的参数显著性检验问题。因为该检验的关

键步骤是拉格朗日乘数法，故该方法又可称为 LM 检验。

另一类可用于序列相关检验的方法是基于经验似然 (Empirical Likelihood，
EL) 的经验似然比方法。该方法比较原始的版本也是基于最小二乘残差，比较具
代表性的工作有刘锋等 (2006)[62]，该文将用经验似然比构造假设检验的方法应用

在部分线性模型中，其文中直接将序列残差代入经验似然函数的约束条件中的方

法又可被称为插入 (Plug-in，PI) 法。类似的文献还有 Li 等 (2021)[38]，其将刘

锋等 (2006)[62] 中的检验方法推广到了函数型部分线性模型中。范雅文和刘小惠

(2019)[61] 将经验似然与刀切法 (Jackknife)结合，提出了预测回归模型的刀切法经
验似然 (JEL) 序列相关检验，该方法相比 PI 检验有着更好的有限样本表现。

1.2.3 经验似然文献综述

经验似然是一种非参数统计推断方法，其在一般的正则条件下有比较好的统

计性质。例如经典综述王启华 (2004)[63] 所总结的，用经验似然方法构造的置信区

间或置信域有域保持性，变换不变性，置信域的形状由数据自行决定，无需构造轴

统计量等诸多优点。此外，DiCiccio(1991)[19] 指出了经验似然法具有 Bartlett 纠
偏性，即其置信区间的覆盖率误差的收敛速度可以被提高到 O(n−2)。

经验似然的思想最早可以追溯到 Thomas 和 Grunkemeier(1975)[52]，而其

方法的成熟被普遍归结到 Owen(1988,1990,1991)[43, 44, 45] 等一系列工作。其中，

Owen 用经验似然发展了对总体均值、线性回归模型、以及置信域的构造等经典
统计推断问题的理论。Hall 和 La Scala(1990)[29] 对经验似然的算法做了比较系

统的讨论。Qin 和 Jin(1994)[47] 引入了一般估计方程 (General Estimating Func-
tion) 作为经验似然用于统计推断时的限制条件，并且提出了剖面优化经验似然
方法 (Profile Empirical Likelihood) 以解决估计参数与推断参数维数不一致的问
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题。Lazar(2003)[36] 结合了贝叶斯思想提出了贝叶斯经验似然 (Bayesian Empirical
Likelihood，BEL)。Jing 等 (2009)[33] 提出了刀切法经验似然，这也是后续范雅

文和刘小惠 (2019)[61] 提出 JEL 序列相关检验的启发工作。最近的重要工作还有
Chang 等 (2018,2021)[13, 12]，该文发展了惩罚经验似然方法与经验似然用于高维

统计分析的理论。

经验似然方法的基础知识与基本结果大多可以在专著 Owen(2001)[46] 中找到，

关于回归分析方面的应用可以参见文献综述 Chen 和 Van Keilegom(2009)[15]，应

用于计量经济学与金融的综述可见 Kitamura(2006)[35]。Lazar(2021)[37] 则是较近

的一个综述，其中可以看到经验似然近年的发展。

1.3 待解决的问题与本人工作

虽然针对序列相关问题已经存在诸多检验方法，但是随着经济金融学家实证

工作的不断发展，理论的不断推进，现有的方法出现了越来越多不可忽略的问题。

例如，Mandelbrot(1963)[41] 首次描述了经常出现于金融数据中的波动聚集现象。

波动聚集现象可简略描述为，大的波动倾向于跟着大的波动，小的波动倾向于跟着

小的波动，因此，波动聚集现象的存在往往预示着数据具有异方差性。为了刻画这

一特性，Engle(1982)[22] 和 Bollerslev(1986)[7] 先后提出了 ARCH 与 GARCH 模
型，该工作以二次多项式的形式构造出了一类具有条件异方差与无条件同方差的

模型族。此后，以 GARCH 模型来拟合回归中的误差项成为了金融统计建模中的
常见范式，常见的例子有 AR-GARCH，ARMA-GARCH 模型等。但是不幸的是，
对于带有 GARCH 型误差的模型，上述的大多序列相关检验方法纷纷实效。例如
以 BP 检验与 LB 检验为代表的形式比较基础的 Portmanteau 检验，其检验统计
量的渐近卡方分布性质要求以误差项同方差作为假定。

除此之外还有 Stambaugh(1999)[50] 中所提出的经典问题，假设数据来自于形

如(1.1) 的模型，其中被预测变量和预测变量各自的同期误差项 Ut 和 Vt 可能是相

关的。这种相关性在有限样本的条件下可能给参数估计带来影响，进而干扰上述

的基于回归残差的检验方法。例如上述经典的刘锋等 (2006)[62] 中所提出的 PI 检
验似然检验，就无法抵抗 Ut 和 Vt 之间的相关性对检验的破坏。

综上所述，我们需要一种可以消除数据具有异方差性和误差序列之间相关所
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带来的影响的新检验方法。事实上，运用 LM 方法的 BG 检验可以抵抗上述 Ut 和

Vt 之间相关性的影响，但是其无法适用于 GARCH 误差项的序列，这也是 BP 与
LB所共有的问题。PI方法可以用于条件异方差序列，但是却无法忍受 Ut 和 Vt 间

的相关性。鉴于适用于上述诸多条件的序列相关检验方法的缺失，本文将引入 Qin
和 Jin(1994)[47] 中的剖面优化经验似然方法，基于经验似然比构造新的检验统计

量。该统计量因其计算过程为迭代优化求解的特性，检验结果明显优于上述基于

最小二乘估计显式解残差的检验方法。

本文结构如下：第二章将简要介绍经验似然方法以及 Qin 和 Jin(1994)[47] 中

的剖面优化经验似然方法与其他预备知识；第三章将给出本文所提出的新检验方

法及其渐近性质，相关定理的理论证明，以及检验的数值模拟结果，并且将从金融

和环境两个领域分别给出一个例子进行实证分析。
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2 预备知识

在第一节中我们先定义几个本文中所使用的数学标记符号，并且叙述几个时

间序列相关的定义，这些定义与标记是描述本文结果的前提。在第二节中我们叙述

数个引理，分别为鞅中心极限定理、马尔科夫不等式、Delta 方法与 Cramér–Wold
定理，这些引理将用于证明本文的主要结果。

2.1 渐近符号及定义

本节中的定义均引用自时间序列专著 Van der Vaart(2010)[54]，或可从其中找

到等价的描述。

对随机变量 {Xn}∞n=1，数列 {an}∞n=1，有：

定义 1 (随机变量的收敛). 标记 p−→ 表示依概率收敛，标记 d−→ 表示依分布收敛。

定义 2 (渐近阶数 Op). Xn = Op(an) 表示对任意的 ϵ > 0，存在 N,M > 0，使得

当 n > N 时，有

P(|Xn/an| > M) < ϵ.

定义 3 (渐近阶数 op). Xn = op(an) 表示对任意的 ϵ, δ > 0，存在 N > 0，使得当

n > N 时，有

P(|Xn/an| > δ) < ϵ.

此处定义 1-3 中三个关于极限过程的标记允许我们能更加便捷地描述随机变
量的渐近性质。

对时间序列 {Xt}∞t=1，概率空间 (Ω,F ,P)，有：

定义 4 (严平稳). Xt 严平稳等价于对于任意的 h ∈ N，(Xt, · · · , Xt+h) 的联合分布

独立于 t。

定义 5 (宽平稳). Xt 宽平稳等价于对于任意的 h ∈ N，E(Xt) 与 E(XtXt+h) 存在

且有限，并且独立于 t。
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平稳性是对时间序列而言极其关键的一个性质，非平稳的时间序列相较平稳

序列在计算上复杂许多，其极限分布也更加难以探究，此外非平稳序列往往还伴

随着伪回归等问题，因此，目前时间序列分析中所处理的对象基本都有平稳性这

一预设条件。对平稳性的定义中，宽平稳又可称为二阶距平稳，在一、二阶距均存

在的情况下，严平稳为宽平稳的充分条件。

定义 6 (Filtration). 假设定义在 Ω 上的 σ 域序列 {Ft}∞t=1 满足对任意的 1 ≤ i ≤ j

有 Fi ⊂ Fj，那么 {Ft}∞t=1 是 (Ω,F , P ) 上的一个 Filtration，其可以理解为时刻 t

能获得的信息。如果对任意的 t 有 σ(X1, · · · , Xt) ⊂ Ft，那么称 Xt 是 Ft 可测的。

定义 7 (鞅差序列). 对于上述 {Ft}∞t=1，如果 Xt是 Ft可测的，且满足 E(Xt|Ft−1) =

0，那么称 Xt 为一关于 Ft 的鞅差序列。

时间序列数据极少满足 i.i.d. 假设，因此我们无法使用经典的 Lindeberg–Lévy
中心极限定理来得到统计量的渐近正态性。对于这一问题，较常见的解决方法有

Strong-Mixing 中心极限定理、有限相依中心极限定理与鞅中心极限定理。这些方
法的共同之处是都限制了在 (较大的)时间间隔下，序列间的相依性应该 (逐渐)消
失。在这些方法中，鞅中心极限定理中的鞅是金融、计量经济中常用的概念，鞅差

序列经常被作为对误差项的假设之一，因此，本文引入鞅与鞅中心极限定理作为

方法的理论基础。

2.2 有关引理

引理 1 (鞅中心极限定理). 假设 Xt 为一关于 Ft 的鞅差序列，如果存在常数 v > 0

使得
1

n

n∑
t=1

E(X2
t |Ft−1)

p−→ v,

且对于任意 ϵ > 0，有

1

n

n∑
t=1

E(X2
t I|Xt|>ϵ

√
n|Ft−1)

p−→ 0,

那么有
√
nX̄n

d−→ N (0, v).
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证明. 请参见专著 Van der Vaart(2010)[54] 中第 4.5 节。

由鞅中心极限定理得到的渐近正态性是本文证明的关键，基于该定理证明的

渐近正态性是我们可以用经验似然比构造渐近服从卡方分布的检验统计量的理论

基础。

引理 2 (马尔可夫不等式). 假设 (Ω,F ,P) 为一概率空间，X ∈ L 为一 F 可测实值

函数，对任意的 ϵ > 0，有

P({ω ∈ Ω : |X(ω)| ≥ ϵ}) ≤ 1

ϵ

∫
Ω

|X|dP.

基于该不等式，我们还能得到以下两条推论：

1. 假设 (Ω,F ,P)为一概率空间，X ∈ L为一 F 可测实值函数，ϕ是定义在 R+

上的单调递增函数，且 ϕ ≥ 0，对任意满足 ϕ(ϵ) > 0 的 ϵ ≥ 0，有

P({ω ∈ Ω : |X(ω)| ≥ ϵ}) ≤ 1

ϕ(ϵ)

∫
Ω

ϕ(|X|)dP.

2. 假设 (Ω,F ,P)为一概率空间，X ∈ Lp为一 F 可测实值函数，对任意的 ϵ > 0，

有

P({ω ∈ Ω : |X(ω)| ≥ ϵ}) ≤ 1

ϵp

∫
Ω

|X|pdP.

证明. 请参见专著 Stein 和 Shakarchi(2005)[51] 中第 91 页习题。

本文的理论推导涉及到许多关于随机变量的渐近阶数的证明，这是得到统计

量的极限分布的基础。该工作的一个重要工具便是马尔可夫不等式及其推论，此

处我们用测度论的形式叙述该定理。

引理 3 (Delta 方法). 定义 f 是一从 Rk 到 Rm 的函数，且在 θ ∈ Rk 点可微。假

设 {Xn}∞n=1 是在 f 的定义域上取值的随机向量，且有趋于无穷的数列 {an}∞n=1 与

随机向量 X，使得 an(Xn − θ)
d−→X，那么当 n→ ∞ 时，有

an(f(Xn)− f(θ))
d−→ f

′

θ(X),

||an(f(Xn)− f(θ))− f
′

θ(Xn − θ)|| = op(1).
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证明. 请参见专著 Van der Vaart(2000)[53] 中第 3 章。

Delta 方法可以理解为多元随机向量的 Taylor 展开表达式，该方法是计算本
文中经验似然比的极限分布的重要工具之一。

引理 4 (Cramér–Wold定理). 假设 {Xn}∞n=1 与 X 是取值在 Rk 上的随机向量，那

么对于任意的 t ∈ Rk，有

Xn
d−→X ⇔ t⊤Xn

d−→ t⊤X.

证明. 请参见专著 Van der Vaart(2010)[54] 中第 3.6 节。

Cramér–Wold 定理是沟通随机向量与随机变量的桥梁，基于该定理我们可以
轻松地由随机向量的弱收敛得到其任一线性组合的极限分布。对应本文的内容，我

们需要该定理来沟通统计量的渐近多元正态分布与渐近卡方分布。

2.3 经验似然方法概述

这一节我们简述经验似然方法及其用于统计推断的理论。本节内容主要来自

Owen(1988,1990,1991)[43, 44, 45] 等一系列工作，在这些文献中 Owen 发展了经验
似然的基础理论并将其应用在了均值检验、回归分析、置信域构建等经典问题上。

此外，读者也可参见专著 Owen(2001)[46] 以获得更系统的阐述。

经验似然方法的一个最基本的概念是经验分布 (Empirical Distribution)，我们
以单变量随机变量为例，假设 X1, · · · , Xn ∈ R，其经验分布 Fn(x) 为

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

IXi≤x, (2.1)

其中 x ∈ R，IXi≤x 为示性函数。类似于参数的似然方法，非参数统计中也有非参

的似然函数，即不是关于参数，而是关于整个分布的似然函数。对 X1, · · · , Xn 的

任一分布 F，其非参数似然函数 L(F ) 为

L(F ) =
n∏

i=1

(F (Xi)− F (Xi−)), (2.2)
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此处 F (Xi−) 为 F (x) 在 Xi 处的左极限。

根据 Owen(2001)[46] 的结果，当代入的分布为样本的经验分布时，其非参数

似然函数取得最大值，即对 X1, · · · , Xn 的任一分布 F，有 L(F ) ≤ L(Fn)。由此我

们可以得到 X1, · · · , Xn 的非参数极大似然估计即为其自身的经验分布。

类似于参数的似然方法，经验似然中同样可以引入似然比的概念来构建置信

域或假设检验。对上述的 X1, · · · , Xn 以及其任一分布 F，其非参数似然比 R(F )

的定义为

R(F ) =
L(F )

L(Fn)
, (2.3)

由上我们已可知 R(F ) ≤ 1。假设我们感兴趣的参数是 θ ∈ Rd，并且存在泛函 T

满足 θ = T (F )，记分布 F 来自分布族 F，那么由泛函 T 可以定义经验似然函数

R(θ)，

R(θ) = sup{R(F )|θ = T (F ), F ∈ F}. (2.4)

在参数的极大似然方法中，Wilks(1938)[57] 证明了由似然比可以构造出渐近

服从卡方分布的统计量，在经验似然中也由类似的结果，Owen(1988)[43] 首次证明

了该非参形式的 Wilks 定理。以上述假设为例，Owen 证明的结果为，假设 θ0 为

θ 的真值，那么

−2 logR(θ0)
d−→ χ2

d, (2.5)

此处 d−→ 表示依分布收敛，χ2
d 为自由度为 d 的卡方分布。由此渐近性质，我们得

以使用经验似然来构造参数的置信域或假设检验。

2.4 剖面优化经验似然方法

剖面优化经验似然方法是 Qin 和 Jin(1994)[47] 中提出的对经验似然方法的一

种改良。通过结合经验似然与一般估计方程，Qin和 Jin(1994)[47] 解决了需要进行

统计推断的参数个数可能少于需要进行参数估计的参数个数的问题。例如一个回

归分析中常见的问题，线性回归中需要被估计的参数至少有截距项与斜率参数两

个，但是我们可能只关心截距项是否为 0，或者斜率参数是否显著，此时我们预设
的假设是只关于一个参数的，但经验似然函数的计算却需要带入多个参数，这与

我们上节中介绍的方法不相符。
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Qin 和 Jin(1994)[47] 对此的解决方法是，假设参数 θ 可按照我们是否感兴趣

分为感兴趣的 θ1 ∈ Rd1 与冗余的 θ2 ∈ Rd2，即 θ = (θ⊤1 ,θ
⊤
2 )

⊤，d = d1 + d2，定义

剖面经验似然函数 R̃(θ1) 为

R̃(θ1) = sup
θ2

R(θ), (2.6)

记 θ1 的真值为 θ10，那么

−2 log R̃(θ10)
d−→ χ2

d1
. (2.7)

在应用中，这种对经验似然函数进行剖面优化的方法不仅解决了上述的参数

个数不一致的问题，还排除了冗余参数的估计可能造成的对统计推断的影响。例

如，以往的序列相关检验大多基于 OLS 残差，而我们的方法将回归参数的估计过
程编入经验似然的估计方程，代入剖面经验似然方程的求解，从而消除了 OLS 估
计不准的影响，这同时也是我们的方法为什么能优于现存的诸基于最小二乘残差

的方法的原因之一，更多细节将于第三章讨论。
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3 ARX 模型的序列相关检验

在对时间序列数据进行模型拟合等操作之前，我们需要对其某些性质做检验，

其中最重要的检验之一便是平稳性检验。平稳性对时间序列数据至关重要，对非

平稳序列的回归有很大可能导致伪回归等问题。如今最常用的平稳性检验方法为

Dickey 和 Fuller(1979)[20] 与 Said 和 Dickey(1984)[49] 中提出的 DF 与 ADF 检验。
在这两篇文献中，提到了在进行相关检验之前会把时间序列模型的表达式进行改

写，例如(1.3)可以等价于

Yt = α + ϕYt−1 +

p−1∑
i=1

ψi∆Yt−i + β
⊤Xt−1 + Ut, Xt = µ+AXt−1 + Vt. (3.1)

注意(1.3)中的 I(B)被替换成了 P (B) = 1−ϕB−
∑p−1

i=1 ψi∆
i，其中 ∆为差分算子，

即∆Yt = (1−B)Yt = Yt−Yt−1。简单计算可得 ϕ =
∑p

i=1 ai与 ψi = −
∑p−1

j=i aj+1, i =

1, · · · , p− 1。这种改写又可称为 Dickey-Fuller 重参数化。
Dickey-Fuller 重参数化可以带来的很大一点便利就是其平稳性较为明显。

在(3.1)中 Yt 的内生结构的平稳性由单一参数 ϕ 决定，而无需像在(1.3)中一样需要
计算 p 个回归系数之和

∑p
i=1 ai。因此，我们使用(3.1)表达式进行接下来的讨论。

3.1 检验方法及相关渐近性质

假设 {Yt,Xt−1}nt=1 是由模型(1.3)生成的观测。我们关心的问题是误差序列
{Ut}nt=1 中是否存在序列相关性。定义 γk = E(UtUt−k) 且 γ⊤ = (γ1, · · · , γq)，q 为

一预设的常数，即检验的序列相关阶数，则假设检验问题为

H0 : γ = 0 ↔ H1 : γ ̸= 0.

既往的方法通常使用对 Ut 的 OLS 估计，即残差序列来估计 γ，以此构建检

验，上述的 DW 检验、Portmanteau 检验皆在此列。事实上，残差序列同样可以
用来构造基于经验似然的检验，这种方法又可以叫做插入 (PI) 经验似然方法。该
方法简述如下。

首先我们定义 θ = (α, ϕ,ψ⊤,β⊤)⊤，记其 OLS 估计为 θ̂ := (α̂, ϕ̂, ψ̂⊤, β̂⊤)⊤，

由此我们可以通过计算 Ût = Yt − α̂− ϕ̂Yt−1 −
∑p−1

i=1 ψ̂i∆Yt−i − β̂⊤Xt−1 得到残差序
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列 {Ût}nt=p+q+1。定义 t0 = p+ q + 1 与 N = n− p− q，于是，PI 检验的主要步骤
便是求解下列经验似然函数 L(γ)，

L(γ) = sup
{

n∏
t=t0

Npt : pt ≥ 0,
n∑

t=t0

pt = 1,
n∑

t=t0

ptZt(γ) = 0

}
, (3.2)

其中 Zt(γ) = (ÛtÛt−1 − γ1, · · · , ÛtÛt−q − γq)
⊤。

与 Owen(1991)[45] 中证明结果类似地，此处当原假设为真，且满足一些预设

条件的情况下，有 −2 logL(0) 渐近服从卡方分布。因此，对于观测 {Yt,Xt−1}nt=1，

在预设的显著性水平 τ ∈ (0, 1) 下，我们在 −2 logL(0) > χ2
q(1 − τ) 拒绝原假设，

此处 χ2
q(1− τ) 表示自由度为 q 的卡方分布的 (1− τ) 分位点。

虽然 PI检验计算速度较快，且能够适用于带有 GARCH误差项的数据，但是
其在上述提到的 Ut 和 Vt 可能有相关性的条件下表现出较强的 Size 偏误。作为对
PI 检验的一种改进，我们结合 Qin 和 Jin(1994)[47] 中的方法提出序列相关性的剖

面优化经验似然 (PEL) 检验。

首先，我们定义函数序列 {Ut(θ)}nt=t0
为

Ut(θ) = Yt − α− ϕYt−1 −
p−1∑
i=1

ψi∆Yt−i − β⊤Xt−1, (3.3)

从而定义一个新的关于 θ 与 γ 两个参数的经验似然函数，

L̃(θ,γ) = sup
{

n∏
t=t0

Npt : pt ≥ 0,
n∑

t=t0

pt = 1,
n∑

t=t0

ptZ̃t(θ,γ) = 0

}
, (3.4)

其中 Z̃t(θ,γ) = (Z̃t,1(θ,γ), Z̃t,2(θ,γ), · · · , Z̃t,p+d+q+1(θ,γ))
⊤，

Z̃t,1(θ,γ) = Ut(θ),

Z̃t,2(θ,γ) = Ut(θ)Yt−1,

Z̃t,j+2(θ,γ) = Ut(θ)∆Yt−j, j = 1, 2, · · · , p− 1,

Z̃t,p+l+1(θ,γ) = Ut(θ)Xt−1,l, l = 1, 2, · · · , d,

Z̃t,p+d+k+1(θ,γ) = Ut(θ)Ut−k(θ)− γk, k = 1, 2, · · · , q.

这里 Xt−1,l 表示 Xt−1 的第 l 个元素。
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我们需要进行检验的参数是 γ，参照前章(2.6)的内容，我们可以将(3.3)中的参
数 θ 视为冗余参数对其进行优化，得到最终的剖面优化经验似然函数 L(γ)，

L(γ) = sup
θ
L̃(θ,γ). (3.5)

在讨论 L(γ) 的渐近性质之前，我们首先需要进行以下的假设：

• A1. {Xt} 为一严平稳序列，{X0} 为一常向量。

• A2. {Ut,Vt}nt=1 是对于 Filtration{Ft = σ(Us,Vs : s ≤ t)}nt=1 的鞅差序列。

• A3. E(U2
t ) = σ2

U ,E(V 2
t,1) = σ2

V1
, · · · ,E(V 2

t,d) = σ2
Vd
几乎处处成立。

• A4. 对于某 δ > 0，supt≥1 E(|Ut|2+δ + |Vt,1|2+δ + · · · + |Vt,d|2+δ) < ∞ 几乎处

处成立。

• A5. |ϕ| < 1 且 1−
∑p−1

i=1 ψix
i = 0 的根都在单位圆内。

在假设 A1-A5 下，我们可以得到本文的主要结果：

定理 1. 假设 A1-A5 成立，那么当原假设 H0 为真且 n→ ∞ 时，有

−2 logL(0) d−→ χ2
q.

由该渐近卡方的性质，对于一个预设的显著性水平 τ ∈ (0, 1)，我们在满足

−2 logL(0) > χ2
q(1− τ)

的条件下拒绝原假设。

3.2 数值模拟

在本节中我们将生成模拟数据来检验所提方法的效果，即对于 ARX 模型的
PEL序列相关检验。同时，我们还将对比其他两种现存的检验方法，分别是 PI检验
与 BG检验。首先，我们预设两种 Ut 的数据生成过程 (DGP)，分别为(3.6)与(3.7)。
假设 {et}nt=1 是随机生成的独立同分布正态分布的样本，该两种 DGP 为

Ut = λUt−1 + et, (3.6)

Ut = ηtσt, σ
2
t = 0.01 + 0.32U2

t−1 + 0.23σ2
t−1, ηt =

λet−1+et√
1+λ2 . (3.7)
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式(3.6)中的 Ut 的序列相关性来自于简单的 AR(1)结构中非零的 λ，而(3.7)中
的 GARCH(1,1)模型则描述了一个相对复杂的异方差结构。当 λ = 0时，该情况对

应于检验的 Size。考虑到检验该方法的局部 Power，我们设定 λ = 1/
√
n, · · · , 4/

√
n。

Ut 与 Vt 之间的相关性的设计由向量 ρ = (ρ1, · · · , ρd)⊤ 实现。该向量决定了

Ut 与 Vt 的联合分布的协方差矩阵。该设计的细节为

et
Vt

 ∼ N (0,Γ), Γ =



1 ρ1 ρ2 · · · ρd−1 ρd

ρ1 1 0 · · · 0 0

ρ2 0 1 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...

ρd−1 0 0 · · · 1 0

ρd 0 0 · · · 0 1


,

可以看到，对于 1 ≤ t ≤ n, 1 ≤ k ≤ d，有 Cov(Ut, Vt,k) = ρk；对于 1 ≤ t ≤ n, 1 ≤

k ̸= l ≤ d，有 Cov(Vt,k, Vt,l) = 0。

为了不将模拟试验设计得太过复杂，我们假设考虑的 ARX 模型的 DGP 为

Yt = α + ϕYt−1 + ψ∆Yt−1 + βXt−1 + Ut, Xt = µ+ AXt−1 + Vt. (3.8)

外生变量 Xt 自身的的截距项与关于 Yt 的斜率系数设置为两个常数，分别为

µ = 0.01 与 β = 2.14。差分项 ∆Yt−1 的斜率系数为 ψ = 0.13。α 假设为 0 与
0.01，以此来刻画 Yt 是否存在截距项的两种情况。对于自回归系数 ϕ 与 A，分别

都设定有 0.6与 1两种情况来对应平稳序列与单位根过程。Ut 和 Vt 的协方差 ρ有

0,0.4,0.8 三种设定，分别表示无相关性、弱相关性、强相关性三种情况。序列长度
n 的设置为 200 与 800。对于上述的每种情况，我们生成 10000 个样本。

模拟试验中 PEL检验和 PI检验的经验似然函数的编程借助了 R包“emplik”
中的函数“el.test”。PEL 检验中的剖面优化使用了 R 函数“nlm”。BG 检验的结
果来自于现有 R 函数“bg.test”。我们在表 3.1 - 3.6与图 3.1 - 3.6中展示 PEL，PI，
BG 三种检验的结果。

表 3.1 - 3.3展示了 AR 结构的 Ut 的 Size 和 Power。正如我们所预期的，本文
提出的 PEL 检验在所有的设定情况下都有着不错的检验功效。对于部分设定，例
如当 ϕ与 A都等于 1的时候，即 Xt 与 Yt 的内生 AR结构都为非平稳的时候，样
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本量 n = 200 的情况下 Size 有着轻微的过大失真，但是当样本量增大到 800 时，
所有的经验 Size都收敛到了预设的显著性水平 τ。值得注意的在该表的情况下 BG
检验也有着不错的表现，即对于 AR 结构的 Ut，即使 Ut 与 Vt 之间存在较强的相

关性也不影响 BG 检验的有效性。然而，PI 检验的 Size 因为 Yt 的内生自回归结

构表现出了明显的过小失真。与包括 BP，LB 检验的 Portmanteau 检验类似，PI
检验也依赖回归变量外生的假定，否则检验统计量的渐近性质将受内生变量的影

响而趋于复杂，故 PI 检验其实并不适用于 ARX 模型。
表 3.4 - 3.6展示了 GARCH 结构的 Ut 的 Size 和 Power。值得注意与表 3.1 -

3.3有明显不同的是，此处 BG 检验的结果相比预设的显著性水平 τ 偏离严重，这

意味着随机误差项的异方差结构使得 BG 检验完全失效了。而对于 PI 检验，可以
看出其在异方差情况下还是部分有效的。观察本表上半部分 ρ = 0 与 ρ = 0.4 的情

况，可以看到 PI 检验的 Size 在 Ut 之间的 Vt 相关性还不太强的时候是接近预设

的显著性水平的，但是当该相关性逐渐增强，甚至接近 1 时，PI 检验会遭受严重
的过小的 Size 偏离，而这种程度的相关性是经常能在实际数据中找到的。与上述
两种方法形成强烈对比的是，PEL 检验在这些复杂情况下依然大体保持稳健。不
过依然需要指出的是，在小样本的情况下，对应表中 n = 200 的结果，PEL 检验
的结果还是有可见的过度拒绝现象，但是这些偏差随着样本量的增加而收敛趋于

零。另外，当 Xt 和 Yt 都是非平稳序列时，对应于表中 ϕ = A = 1 的情况，以及

同时 Ut 与 Vt 强相关时，PEL 检验的 Size 还是会有不可忽视的过度拒绝，即使是
在样本量为 800 时也仍未完全消失。

模拟试验的部分结果绘制为图 3.1 - 3.6。前两幅图分别展示了 PEL检验在 AR
结构与 GARCH 结构误差项下的结果，对比可以发现，其在 GARCH 条件下经验
拒绝概率随 λ 增加而增加的速度不如 AR 条件，然而检验本身还是表现良好。观
察图 3.3与 3.4，可以看到 PI 检验在较小的 ρ 的条件下，即 Ut 与 Vt 之间的相关

性不太强时表现良好，但当 ρ 过大时面临失效，这与上述表格的描述一致。对于

最后两张图 3.5和 3.6，可以看到 BG 检验在 AR 的误差结构下的所有情况下都表
现良好，但是无法适用于 GARCH 结构的误差。
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基于经验似然的 ARX 模型序列相关检验

图 3.1: PEL 检验在 AR 结构的误差项下的经验拒绝率

图 3.2: PEL 检验在 GARCH 结构的误差项下的经验拒绝率
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3 ARX 模型的序列相关检验

图 3.3: PI 检验在 AR 结构的误差项下的经验拒绝率

图 3.4: PI 检验在 GARCH 结构的误差项下的经验拒绝率
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基于经验似然的 ARX 模型序列相关检验

图 3.5: BG 检验在 AR 结构的误差项下的经验拒绝率

图 3.6: BG 检验在 GARCH 结构的误差项下的经验拒绝率
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3 ARX 模型的序列相关检验

3.3 理论证明

本节将证明上述的定理 1，为此我们需要先证明数个引理。记 θ0 与 γ0 为 γ

与 γ 的真值。在原假设为真时，有 γ0 = 0。另外，因为不影响极限性质的证明，

本文不区别 n 与 N 的使用。

引理 5. 在假设 A1-A5 下，当 n→ ∞ 时，有

max
t0≤t≤n

sup
θ∈B

∥Z̃t(θ,γ0)∥ = op(
√
n), (3.9)

1√
n

n∑
t=t0

Z̃t(θ,γ0) =
1√
n

n∑
t=t0

Z̃t(θ0,γ0) +Op(1), (3.10)

1
n

n∑
t=t0

Z̃t(θ,γ0)Z̃
⊤
t (θ,γ0) =

1
n

n∑
t=t0

Z̃t(θ0,γ0)Z̃
⊤
t (θ0,γ0) + op(1), (3.11)

此处 B = {θ : ∥θ − θ0∥ < C√
n
}，C > 0 为某常数。

证明. 简便起见我们定义 Ut = Ut(θ0)。作为展示(3.9)的渐近性质的第一步，我们
先展开 Z̃t(θ,γ0) 的第一个元素：

Z̃t,1(θ,γ0) = Ut − (α− α0)− (ϕ− ϕ0)Yt−1 −
p−1∑
i=1

(ψi − ψi0)∆Yt−i − (β − β0)
⊤Xt−1,

当 n→ ∞ 时，有

max
t0≤t≤n

sup
B

∣∣∣Z̃t,1(θ,γ0)
∣∣∣ ≤ max

t0≤t≤n
|Ut|+O

(
1√
n

)
×
(

max
t0≤t≤n

|Yt−1|

+ max
t0≤t≤n

p−1∑
i=1

|∆Yt−i|+ max
t0≤t≤n

∥Xt−1∥
)
.

由假设 A4 和马尔可夫不等式，我们可以得到 maxt0≤t≤n |Ut| = op(
√
n)。同理

对于 maxt0≤t≤n |Yt−1|，maxt0≤t≤n

∑p−1
i=1 |∆Yt−i|，maxt0≤t≤n ∥Xt−1∥，我们也可以证

明它们是 op(
√
n)。以 maxt0≤t≤n |Yt−1|为例，对于任意的 ϵ > 0与 δ > 0，当 n→ ∞

时，有

P
(

max
t0≤t≤n

|Yt−1| ≥ ϵ
√
n

)
≤

n∑
t=t0

P
(
|Yt−1| ≥ ϵ

√
n
)

≤ 1

ϵ2+δn1+δ/2
E
(

n∑
t=t0

|Yt−1|2+δ

)
→ 0.
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同理可以得到另外两项的相似结论，进而有 maxt0≤t≤n supB |Z̃t,1(θ,γ0)| = op(
√
n)。

基于该结果，对 j = 2, · · · , p+d+1，可以类似地得到 maxt0≤t≤n supB |Z̃t,j(θ,γ0)| =

op(
√
n)，此处省略，而只展示后 q 项。即，对 k = 1, · · · , q，有

Z̃t,p+d+k+1(θ,γ0) = Ut(θ)Ut−k(θ)

= UtUt−k + Ut(Ut−k(θ)− Ut−k) + (Ut(θ)− Ut)Ut−k

+(Ut(θ)− Ut)(Ut−k(θ)− Ut−k)

:= B1 +B2 +B3 +B4,

其中 Ut(θ)−Ut = (α−α0)+ (ϕ−ϕ0)Yt−1+
∑p−1

i=1 (ψi−ψi0)∆Yt−i+(β−β0)
⊤Xt−1。

证明对于 i = 1, 2, 3 有 maxt0≤t≤n |Bi| = op(
√
n) 的细节被包括在证明对于 i = 4 的

相关结果中，所以我们此处仅展开 B4：

B4 = (α− α0)
2 + (α− α0)(ϕ− ϕ0)Yt−1 + (α− α0)

p−1∑
i=1

(ψi − ψi0)∆Yt−i

+(α− α0)(β − β0)
⊤Xt−1 + (α− α0)(ϕ− ϕ0)Yt−1 + (ϕ− ϕ0)

2Y 2
t−1

+(ϕ− ϕ0)Yt−1

p−1∑
i=1

(ψi − ψi0)∆Yt−i + (ϕ− ϕ0)Yt−1(β − β0)
⊤Xt−1

+(α− α0)

p−1∑
i=1

(ψi − ψi0)∆Yt−i + (ϕ− ϕ0)Yt−1

p−1∑
i=1

(ψi − ψi0)∆Yt−i

+

(
p−1∑
i=1

(ψi − ψi0)∆Yt−i

)2

+ (β − β0)
⊤Xt−1

p−1∑
i=1

(ψi − ψi0)∆Yt−i

+(α− α0)(β − β0)
⊤Xt−1 + (ϕ− ϕ0)Yt−1(β − β0)

⊤Xt−1

+(β − β0)
⊤Xt−1

p−1∑
i=1

(ψi − ψi0)∆Yt−i + (β − β0)
⊤Xt−1X

⊤
t−1(β − β0).

根据上述基于马尔可夫不等式的证明技巧，不难发现对于从 t0 到 n 的 t，B4 的展

开项中的最大值是 op(
√
n)。因此我们可以得到(3.9)的结论。

下一步，对于 j = 1, 2, · · · , p+ d+ 1，当 n→ ∞ 时，

1√
n

n∑
t=t0

(
Z̃t,j(θ,γ0)− Z̃t,j(θ0,γ0)

)
= Op(1)
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的证明显然易见。因此，我们仅展示(3.10)中后 q 项的细节。即对于 k = 1, · · · , q，

有

1√
n

n∑
t=t0

(
Z̃t,k(θ,γ0)− Z̃t,k(θ0,γ0)

)
=

1√
n

n∑
t=t0

(
Ut(θ)Ut−k(θ)− UtUt−k

)
=

1√
n

n∑
t=t0

(
Ut(Ut−k(θ)− Ut−k) + (Ut(θ)− Ut)Ut−k + (Ut(θ)− Ut)(Ut−k(θ)− Ut−k)

)
=

1√
n

n∑
t=t0

B2 +
1√
n

n∑
t=t0

B3 +
1√
n

n∑
t=t0

B4

:= C1 + C2 + C3.

接着，我们展开 C1，

C1 =
1√
n
(α− α0)

n∑
t=t0

Ut−k +
1√
n
(ϕ− ϕ0)

n∑
t=t0

Yt−1Ut−k

+
1√
n

p−1∑
i=1

(ψi − ψi0)
n∑

t=t0

∆Yt−iUt−k +
1√
n
(β − β0)

n∑
t=t0

Xt−1Ut−k

= Op(1).

相似地，易得当 n → ∞ 时，有 C2, C3 = Op(1)，由此我们结束了(3.10)的证
明。(3.11)的证明相比(3.10)没有额外的部分需要讨论，此处省略。

引理 6. 在假设 A1-A5 下，当 H0 为真且 n→ ∞ 时，有

1√
n

n∑
t=t0

Z̃t(θ0,0)
d−→ N (0,Σ), (3.12)

1

n

n∑
t=t0

Z̃t(θ0,0)Z̃
⊤
t (θ0,0)

p−→ Σ, (3.13)

此处 d−→ 表示依分布收敛， p−→ 表示依概率收敛，下同。定义矩阵 Σ 代表

E
(
Z̃t(θ0,0)Z̃

⊤
t (θ0,0)

)
，其为一正定阵。

证明. 根据假设 A2，显然可见 {Z̃t(θ,γ)}nt=t0
是关于 Ft−1 的鞅差序列。基于假设

A1-A5，由 Hall 和 Heyde(2014)[28] 中的鞅中心极限定理与 Cramér–Wold 定理可
得(3.12)。同理可得(3.13)。
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定理 1 的证明. 基于引理 5与引理 6的结果，我们最终可以证明所提检验统计量的
渐近卡方性。根据 Owen(2001)[46] 中的结果，pt 基于拉格朗日乘数法的解为

pt =
1

n

1

1 + λ⊤Z̃t(θ,γ0)
, t = t0, · · · , n.

注意其经验似然函数中的估计方程要求
∑n

t=t0
ptZ̃t(θ,γ0) = 0，定义

g(θ,γ,x) :=
1

n

n∑
t=t0

Z̃t(θ,γ)

1 + x⊤Z̃t(θ,γ)
, and

ξt(θ,γ0) := λ
⊤Z̃t(θ,γ0),

其中 λ 是 g(θ,γ,x) = 0 对于某固定 θ 关于 x 的解。

首先，我们证明当 n→ ∞有 ||λ|| = Op

(
1√
n

)
。定义 ρ = ||λ||，假设向量 v 满

足 λ = ρv。我们将根据 ∥g(θ,γ0,λ)∥ = 0证明上述结果。参设参数 θ ∈ B，那么有

0 =
∣∣λ⊤g(θ,γ0,λ)

∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

t=t0

ξt(θ,γ0)−
1

n

n∑
t=t0

ξ2t (θ,γ0)

1 + ξt(θ,γ0)

∣∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

t=t0

ξ2t (θ,γ0)

1 + ξt(θ,γ0)

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣ 1n

n∑
t=t0

ξt(θ,γ0)

∣∣∣∣∣
≥ 1

n

n∑
t=t0

ξ2t (θ,γ0)

1 + max
t0≤t≤n

ξt(θ,γ0)
−

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

t=t0

ξt(θ,γ0)

∣∣∣∣∣ .
简便起见，我们定义

Dn(θ) =
1√
n

n∑
t=t0

Z̃t(θ,γ0), Fn(θ) =
1

n

n∑
t=t0

Z̃t(θ,γ0)Z̃
⊤
t (θ,γ0),

于是上述的不等式可以写为

ρ2v⊤Fn(θ)v ≤

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

t=t0

ξt(θ,γ0)

∣∣∣∣∣
(
1 + max

t0≤t≤n
ξt(θ,γ0)

)

≤

(∣∣∣∣∣ρn
n∑

t=t0

v⊤Z̃t(θ0,γ0)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ρn

n∑
t=t0

v⊤
(
Z̃t(θ,γ0)− Z̃t(θ0,γ0)

)∣∣∣∣∣
)

×
(
1 + |ρ| max

t0≤t≤n

∣∣∣v⊤Z̃t(θ,γ0)
∣∣∣)

= |ρ| ×Op

(
1√
n

)
+ ρ2 ×Op

(
1√
n

)
× op

(√
n
)
.
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注意其中 Fn(θ)
p−→ Σ，并且由于 Σ 是正定阵，v⊤Fn(θ)v 要大于 Fn(θ) =

Σ+ op(1) 的最小特征值，从而 ||λ|| = Op

(
1√
n

)
得证。

下一步，我们证明对于 θ ∈ B 有

λ =
1√
n

(
Σ−1Dn(θ) + op(1)

)
. (3.14)

根据估计方程
∑n

t=t0
ptZ̃t(θ,γ0) = 0，可得

0 = g(θ,γ0,λ)

=
1

n

n∑
t=t0

(
Z̃t(θ,γ)

1− ξ2t (θ,γ) + ξ2t (θ,γ)

1 + ξt(θ,γ)

)

=
1

n

n∑
t=t0

(
Z̃t(θ,γ)(1− ξt(θ,γ))

)
+

1

n

n∑
t=t0

(
Z̃t(θ,γ)

ξ2t (θ,γ)

1 + ξt(θ,γ)

)

=
1√
n
Dn(θ) +Σλ+

1

n

n∑
t=t0

(
Z̃t(θ,γ)

ξ2t (θ,γ)

1 + ξt(θ,γ)

)
.

由上述结论有

max
t0≤t≤n

ξt(θ,γ0) ≤ |ρ| max
t0≤t≤n

∣∣∣v⊤Z̃t(θ,γ0)
∣∣∣ = Op

(
1√
n

)
× op

(√
n
)
= op(1),

故我们可以进一步得到

∥∥∥∥∥ 1n
n∑

t=t0

(
Z̃t(θ,γ0)

ξ2t (θ,γ0)

1 + ξt(θ,γ0)

)∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥λ⊤ 1

n

n∑
t=t0

(
Z̃t(θ,γ0)Z̃

⊤
t (θ,γ0)

ξt(θ,γ0)

1 + ξt(θ,γ0)

)∥∥∥∥∥
= Op

(
1√
n

)
× op(1) = op

(
1√
n

)
.

这一结论再一次运用了 Fn(θ) 的正定性。此处我们证明了(3.14)式。

最后我们证明所提检验统计量的渐近分布。此处我们泰勒展开 −2 log L̃(θ,γ0)，
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ζt 表示 0 与 ξt(θ,γ0) 间的某一点，

−2 log L̃(θ,γ0)

= 2
n∑

t=t0

ξt(θ,γ0)−
n∑

t=t0

ξ2t (θ,γ0) +
n∑

t=t0

2

3(1 + ζt)3
ξ3t (θ,γ0)

= 2
√
nλ⊤

(
1√
n

n∑
t=t0

Z̃t(θ,γ0)

)
+

n∑
t=t0

2

3(1 + ζt)3
ξ3t (θ,γ0)

−nλ⊤

(
1

n

n∑
t=t0

Z̃t(θ,γ0)Z̃
⊤
t (θ,γ0)

)
λ

= 2
(
D⊤

n (θ)Σ
−1 + op(1)

)
Dn(θ) +

n∑
t=t0

2

3(1 + ζt)3
ξ3t (θ,γ0)

−
(
D⊤

n (θ)Σ
−1 + op(1)

)
Fn(θ)

(
Dn(θ)Σ

−1 + op(1)
)

= D⊤
n (θ)Σ

−1Dn(θ) + op(1).

注意对于某常数 C > 0，有∣∣∣∣∣
n∑

t=t0

2

3(1 + ζt)3
ξ3t (θ,γ0)

∣∣∣∣∣ ≤ C max
t0≤t≤n

ξt(θ,γ0)
n∑

t=t0

ξ2t (θ,γ0)

= C max
t0≤t≤n

ξt(θ,γ0)
n∑

t=t0

λ⊤Fn(θ)λ

= op(1).

假设矩阵 Bn(θ) 是以下方程的解，

Dn(θ)−Dn(θ0) = Bn(θ)(θ − θ0),

注意 Bn(θ) 是一个分块为零的分块矩阵，即 Bn(θ) =

 B⋆
n(θ)

0q×(p+d+q+1)

, 0x×y 表示

x× y 的零矩阵。假设 θ̃ 是以下目标函数的解，即 θ̃ := arg minBG(θ)，其中

G(θ) = −2 log L̃(θ,γ0) + 2 log L̃(θ0,γ0)

= D⊤
n (θ)Σ

−1Dn(θ)−D⊤
n (θ0)Σ

−1Dn(θ0) + op(1)

= (θ − θ0)⊤B⊤
n (θ)Σ

−1Bn(θ)(θ − θ0) + 2(θ − θ0)⊤B⊤
n (θ)Σ

−1Dn(θ0) + op(1).
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根据 Owen(2001)[46]中证明的相关结果，有 infBG(θ) = G(θ0) = 0。解 G(θ) =

0，可以得到

(θ̃ − θ0) = −
(
B⊤

n (θ̃)Σ
−1Bn(θ̃)

)−1

Σ−1Dn(θ0) + op(1).

由上述结果，我们可以证明所提的 PEL 检验统计量是渐近服从卡方分布的。
假设 n→ ∞，有

−2 log L̃(θ̃,γ0)

= D⊤
n (θ̃)Σ

−1Dn(θ̃) + op(1)

=
(
Bn(θ̃)(θ̃ − θ0) +Dn(θ0)

)⊤
Σ−1

(
Bn(θ̃)(θ̃ − θ0) +Dn(θ0)

)
+ op(1)

=
(
Σ− 1

2Dn(θ̃)
)⊤(

Ip+d+q+1 −Σ
1
2Bn(θ̃)

(
B⊤

n (θ̃)Σ
−1Bn(θ̃)

)−1

B−1
n (θ̃)Σ

1
2

)
(
Σ− 1

2Dn(θ̃)
)
+ op(1)

=
(
Σ− 1

2Dn(θ̃)
)⊤0(p+d+1)×(p+d+1) 0(p+d+1)×q

0(p+d+1)×q Iq

(Σ− 1
2Dn(θ̃)

)
+ op(1)

d−→ χ2
q.

3.4 实证研究

本节运用所提 PEL 方法在金融与环境两个领域进行实证研究。在以下两个小
节中，我们分别对两组数据进行 ARX 模型拟合与 PEL 序列相关检验，随后将得
到的结果与现存的 PI 检验、BG 检验比较分析。结果表明本文所提方法在部分情
况下得到了与现存方法不同的结论，而这些结论与一些最近的实证研究所得出的

新发现相符合。这表明基于 PEL 检验的模型检查方法使得我们得以进行更加贴近
事实的统计推断。

3.4.1 股票收益数据分析

如本文引言所提到的，资产价格 (如股价、投资组合等) 是否能被其他金融
变量所预测 (如股息率、市盈率等) 是经济金融领域研究的一大重点。经典文献
Campbell 和 Yogo(2006)[11] 对美国股市数据进行了可预测性检验，他们的研究结
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论是，有确切证据表明市盈率、国债利率和股票收益利差可以被用来预测股价，而

股息率对于股指的可预测性较弱。此外，Francq 和 Zakoïuan(2005)[26] 与 Zhu 等
(2014)[59] 的研究也认为，对于股票收益的线性建模 ARMA(1,1) 是合适的，本文
使用该结论，将股票收益自身的一阶滞后设定为一个解释变量。

在本节中，我们应用新提出的 PEL方法重新审视 Campbell和 Yogo(2006)[11]

所分析的美国股票数据。本节所使用的数据有两个来源，分别为全球金融数据

(Global Financial Data) 网站上的月度标普 500(S&P500) 指数和来自美国证券价
格研究中心 (Center for Research in Security Prices，CRSP) 的月度加权 CRSP 指
数 (参见图 3.7)。
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图 3.7: CRSP 和 S&P500 趋势图

与 Campbell 和 Yogo(2006)[11] 所进行的分析方式类似，本文使用股票收益作

为被预测变量，并且考虑三个样本时间段，分别为 1927 至 2002 年；1927 至 1994
年；1952 至 2002 年。此种分割样本的方式主要是因为在 1994 年前后，估值比降
到了历史低位，使得数据序列趋于非平稳，以及 1952 年的美联储锚定利率政策使
得美国利率的内在逻辑发生了根本改变。对于前两种时间段，即 1927 至 2002 年
与 1927 至 1994 年，我们仅添加两种外生变量，分别为对数市盈率 (Log Earnings-
Price Ratio，LEP) 与对数股息率 (Log Dividend-Price Ratio，LDP)。市盈率的计
算方法是过去十年收益的平均除以当前价格，股息率的计算方法是过去一年的股

息除以当前价格。在 1952 至 2002 年这一样本时间段中，我们额外添加两个用于
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预测的外生变量，分别为国债利率 (Treasury-Bill Rates，TBL) 与股票的长期收益
利差 (Long-Term Yield Spread，LTY)。此处使用的长期收益利差数据来自于穆迪
Aaa 级企业债券利率。最后，如上文所述，我们使用被预测变量自身，即股票收益
率的一阶滞后作为一个预测变量。记 t 时刻的股票收益率为 Yt，则 1927 至 2002
年与 1927 至 1994 年拟合的 ARX 模型可记为(3.15)，1952 至 2002 年所拟合的可
记为(3.16)。

Yt = α + ϕYt−1 + β1LEPt−1 + β2LDPt−1 + Ut, (3.15)

Yt = α + ϕYt−1 + β1LEPt−1 + β2LDPt−1 + β3TBLt−1 + β4LTYt−1 + Ut.(3.16)

在进行 ARX 模型拟合之前，我们先遵从 Campbell 和 Yogo(2006)[11] 中的方

法对数据进行基于预测回归模型的建模，预测回归模型的形式可参见(1.1)左式。随
后我们运用本文所提的 PEL 方法检验误差的序列相关性。表 3.7展示了检验结果
的 P值。可以看到，尽管 Campbell和 Yogo(2006)[11] 文中论证了对数市盈率用以

预测股票收益率的合理性，但是我们的 PEL 检验得到了在 0.1 的显著性水平下拒
绝原假设的结果，即认为该模型的误差项存在序列相关性，也就表明模型的设置

可能有误，或者存在例如缺失其他重要解释变量这样的不完善之处。因此，使用该

模型得到的时间序列数据预测是无法保证其准确性的。

接下来，我们在预测回归模型的基础上加上股票收益率的一阶滞后作为一个

解释变量，并且考虑外生变量的向量形式，即考虑(3.15)与(3.16)的模型形式进行回
归。随后我们分别使用 PEL，PI，BG 方法进行误差项的序列相关检验，相关结果
展示在表 3.8中。可以看到，在 0.05的显著性水平下，PEL方法对所有考虑到的时
间段与模型形式都做出了接受原假设的推断。对比表 3.7中 PEL 在 1927 至 2002
年和 1927 至 1994 年两个时间段拒绝原假设，即否定预测回归模型拟合效果的结
果，可以说明，对于预测回归模型(1.1)到 ARX 模型(1.3)的改进是十分有效的，可
以认为同时带有内生自回归项与多个外生变量的模型(3.15)用于拟合或预测相关时
间段的股票收益率数据是充分、有效的。

PI 检验在 0.05 的显著性水平下得出了与 PEL 一致的结论，然而，PI 检验结
果的 P 值都相当高，这应该是因为 Ut 和 Vt 之间的强相关性导致的。回顾表 3.1
- 3.6，PI 检验模拟结果的经验拒绝率随着 ρ 增加而逐渐减小，说明 Ut 和 Vt 之间

的相关性越强，PI 检验统计量的分布相比标准卡方就将越左偏，这与此处得到的
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极高 P 值的结果是相符的。事实上，我们对拟合得到的 Ut 和 Vt 残差序列进行了

Pearson 相关检验，其结果都在 0.95 以上，说明该两个序列的确是高度相关的。
而对于 BG 检验，其在 1927 至 2002 年和 1927 至 1994 年两个样本时间段都

得出了与 PEL 和 PI 检验相反的结论，在大部分检验阶数下 BG 检验都在 0.01 的
显著性水平下拒绝了原假设，少数是在 0.05 的水平下拒绝原假设。我们认为造成
BG 检验得出完全相反结论的原因应该是数据中的异方差性。观察图 3.8，在 BG
检验拒绝原假设的 1927至 2002年和 1927至 1994年 (对应图中的 (a)和 (b))，数
据残差序列可以观察到明显的波动聚集现象，即大的波动倾向于跟着大的波动，小

的波动倾向于跟着小的波动，而 (c)中的残差序列相比之下则更加符合同方差的情
况。BG 检验的此种实证结果也与我们模拟部分的结果是相符的。
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图 3.8: ARX 模型拟合的残差序列
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3 ARX 模型的序列相关检验

3.4.2 臭氧浓度数据分析

如绪论中所提到的，ARX 模型在环境领域也有着广泛的应用，其一个典型的
例子就是污染评估问题。在本小节中我们使用 ARX 模型对 2016 年的一组臭氧数
据进行实证分析。该组数据来自美国德克萨斯州的一个环境监测站，可以在美国

环境保护局 (United States Environmental Protection Agency，EPA) 的官方网站
上下载得到，数据的趋势图可参见图 3.9。

根据 Davis 等 (1998)[18] 所述，气象条件会强烈影响臭氧产生的反应速率和

完整性，以及随后的传输和消耗，因此，如 Bauer 等 (2001)[3] 中的设置，我们添

加空气温度、风速、地外辐射和相对湿度四个外生变量。相关气象条件数据收集

自位于美国德克萨斯州布什兰的美国农业部农业研究服务保护与生产研究实验室

(U.S Department of Agriculture, Agricultural Research Service, Conservation and
Production Research Laboratory: Bushland, Texas)。
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图 3.9: 臭氧浓度趋势图

本小节使用的臭氧数据包含 2016 年 6 月 27 日至 2016 年 7 月 10 日间的一些
缺失值。为了避免直接剔除该段数据或使用插补方法可能带来的偏误等不良影响，

本文选择将样本数据分段讨论，分别为 2016 年 1 月 1 日至 2016 年 6 月 26 日和
2016 年 7 月 11 日至 2016 年 12 月 31 日。值得注意的是，Bauer 等 (2001)[3] 文中
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基于每小时数据的分析结果表明，模型设定中自回归结构的滞后阶数应该在 48 期
以上，而在本文中我们所使用的是日度数据，因此我们选择臭氧浓度数据自身的

一阶与二阶滞后作为两个预测变量。

接下来，我们分别使用 PEL，PI，BG 三种序列相关检验方法对上述的 ARX
模型拟合结果进行检验，检验结果为表 3.9所示。从该表可以看到，对于 2016 年
1 月 1 日至 2016 年 6 月 26 日的时间段，至少在低阶滞后 (10 阶以内) 的范围内
在 0.05 的显著性水平上不能做出拒绝原假设的推断，这表明该情况下拟合残差不
存在序列相关性，模型的拟合较为合适。然而，在 2016 年 7 月 11 日至 2016 年
12 月 31 日的时间段，PEL 检验的结果是在设定的每种检验阶数下都应该在 0.01
的显著性水平下拒绝原假设，检验十分显著。该结论与 Bauer等 (2001)[3] 中 ARX
模型可能无法充分拟合类似的数据的结论是相符的，并且我们可能有必要考虑像

ARXd 或 ARXr 之类更加复杂的模型。
然而对于 PI 检验，其不论是在第一个还是第二个样本区间，以及所有的检

验阶数上都以很大的 P 值做出了接受原假设的推断。如果按照该结果认为此处进
行的 ARX 建模是恰当的，这将与以前的研究结果相矛盾。为此我们对拟合得到
的两个误差项 Ut 和 Vt 进行了 Pearson 相关检验以探究可能导致这种矛盾的原因，
Pearson检验的结果均在 0.05的显著性水平下拒绝了两者之间不相关的原假设。因
此，此处 PI 检验出现的错误很有可能也是由 Ut 和 Vt 之间的相关性所导致的。

最后观察 BG检验的结果，可以看到其在 2016年 1月 1日至 2016年 6月 26
日的样本段对于所有检验阶数都得到了接受原假设的结果，而对于 2016 年 7 月
11 日至 2016 年 12 月 31 日的时间段，除了二阶与四阶分别是 0.05 与 0.1 的水平
下拒绝外，也全部做出了接受原假设的推断。考虑到模拟部分表 3.4 - 3.6中所示，
BG 检验在异方差的条件下拥有偏大的 Size，这表明异方差的出现将使 BG 检验
统计量的分布右偏。而此处的实证结果中 BG 检验具有较大的 P 值，可以说明该
类型的环境气象数据是不存在异方差性的。
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4 总结与展望

4.1 总结

ARX 模型是时间序列分析中的常用模型，其结合自回归项与外生变量的结构
使得它拥有了远超自回归模型或简单线性回归的应用场景。在诸如金融统计建模、

环境监测、机械工程等众多学科方向，均可见到 ARX 模型的广泛应用。

在回归分析，特别是时间序列相关的模型拟合中，序列相关检验是一个非常重

要的步骤。表现出序列相关性的误差项往往意味着拟合结果不佳、存在模型误设

等严重问题。虽然目前已有不少文献针对该问题做出了杰出的工作，但是近年来，

实证经济学家发现在实际金融数据中，广泛存在着波动聚集、异方差、重尾，以及

误差项序列之间强相关等问题，而这些现象对于现存的序列相关检验方法的稳健

性造成了极大的破坏。面对这些新的挑战，学界与业界都迫切需要一个满足在所

有上述条件下都适用的检验方法。

有鉴于此，本文基于剖面优化经验似然 (Profile Empirical Likelihood，PEL)
为 ARX 模型提出了一个新的序列相关检验方法，并将其数值模拟的结果与现存
的 PI(Plug-In) 经验似然检验和 BG(Breusch-Godfrey) 检验进行了对比。数值模拟
的结果表明，相较 PI 方法在误差项序列之间强相关的情况下严重 Undersized，以
及 BG 方法在条件异方差的情况下严重 Oversized 的表现，本文所提的 PEL 方法
因其在上述所有考虑到的情况下都保持了准确的 Size，故而拥有最佳的稳健性质。
PEL 序列相关检验方法的提出扩展了现有检验方法的应用所受到的局限，因而具
有较大的实际意义。

除此之外，本文还将 PEL 序列相关检验应用于实证研究中。我们分别对一组
美国股市股票收益率、市盈率、股息率等的金融数据与一组臭氧浓度、风速、湿度

等的环境数据进行了 ARX 模型拟合与序列相关检验。第一个例子表明，相比传统
的预测回归模型，带有自回归项的 ARX模型在拟合预测股票收益等金融变量方面
更为适用且恰当。第二个例子表明，本文中用四组外生气象变量数据对臭氧浓度

这一指标进行拟合的结果可能并不充分，污染评估所涉及到的变量可能更多，或

者存在模型选择方面的问题，实证研究者需要考虑更加复杂的模型。
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4.2 展望

虽然 PEL 序列相关检验行之有效，充分扩展了现存序列相关检验方法的应用
场景，但它也不可避免地存在缺点。例如，PEL 方法相比 PI 方法，其数值计算增
加了参数的剖面优化这一过程，而这是一个需要代入大量循环迭代的步骤，因此

其需要的计算量有了数量级上的增加。对于涉及到高维参数，或者需要检验多阶

滞后的序列相关的情况，PEL 方法相比现存方法需要大量额外的计算成本，使用
者或许也得忍受计算缓慢的问题。

再者，相比现存方法基本是基于最小二乘残差的“插入”方法，PEL方法的算
法本身也具有较高的复杂性。基于 OLS 估计的方法所代入检验的数据是拟合之后
的残差序列，故其应用较为简便，在编程上也可以利用现有的模型拟合程序进行

“两步骤”操作，即先进行模型拟合和参数求解，后利用拟合残差进行序列相关检

验。这意味着模型拟合和序列相关检验是可以完全分开的两个步骤。然而 PEL 序
列相关检验其实是一个融合了回归系数估计与序列相关检验的综合程序。在 PEL
方法中，OLS 方法下的正交方程与检验序列相关性的 Score 函数同时被写进了经
验似然的估计方程中，而这意味着 PEL 方法是与预设的模型息息相关的，即对于
不同的预设模型，需要有专属于该模型的 PEL 方法与对应程序。这种复杂性不仅
增加了程序编写者的工作量，同时也为 PEL序列相关检验的广泛应用带来了困难，
使得该方法很难似 DW 检验、Portmanteau 检验与 PI 检验一般迅速大量应用于
业界。
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